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>>:

�u = 0 ⌦

u = g @⌦

(1)

:���������� ������ ������ ���� �������
Z

⌦

|ru|2 = min
v=g on @⌦

Z

⌦

|rv|2 . (2)

�������� �� ������ ������������ (����� ��� ����) ������� ��� g ,Rn�� ���� ���� ���� ��� ⌦ ���

.([1] ���� ���) H1(⌦) ������ ���� ���� ,����� ���� “�����” ��������� ����� ������� v

�������� ������� �������� ��������� .2

,Sk–� ����� ������� ������ ���� �� (2)–� ����������� �� ������ �� ���� �� ��� ����� ����

������ g : @⌦ ! S
k ����� �� �� ��� .������� �������� �� ���� �� ����� ,Rk+1–� ������ �����

����� ��
Z

⌦

|ru|2 = min
v2H1

g (⌦,Sk)

Z

⌦

|rv|2 (3)
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��� ������� ��������� ���� ����

H
1
g
(⌦, Sk) =

n
v = (v1, . . . , vk+1)

���vj 2 H
1(⌦), 8j,

k+1X

j=1

v
2
j
= 1 in⌦, v = g on @⌦

o
. (4)

������� ��������� �� ������ ����� ���� ���� ����� �� ,����������� ������ ����� ������ �����

��� ((1)–� ��������) ������� ����� ������� �������� ���� ����� .������� ����� ����� ,(3)–�

��u = |ru|2u .

–� (R3–� ������ ����) ⌦ = B
3 �� ����� ���� .(2) ������ ���� ���� (3) ������ �����

������ ����� ,u(x) = x

|x| ��� ����� ���������� ,g(x) = x ,����� ����� ��� g : @B3 = S
2 ! S

2

������� ��� ������ ���� ��� �� ,��� ����� ����� �“� �� �� .���������� �� �������� ������

����� ��� ���� ������ ��� �� ����� ���� ����� ����� ����� ����� ��� �� ����� ����� �����

!S2–� ����� ������ ����� g �� �����

����� ����� .���� ���� ����� ,����� ��� �� ��������� ���� ,�������� ������ �� ��������� ������

,���������� ������ ������ ���� ���� ������ ���� ,����� ���� �� �������� ������ ,2 ��� ⌦ �� �����

.B3–� ���� ������ ������ ���

S
1–� ����� �� �������� ������ .3

����� �� u ����� ,����� .����� ����� ���� �������� ����� ���� ���� Sk = S
1 ����� �����

��� ,������ ������� ' �� (“����” �� lifting ����� ��) u = e
i' ���� ���� ����� ����� S

1–�

���� ��� ��� ����� .((1)–� ������� �� ������ �“�) ������� ������� ��� ' �� ��� �� �������

!����� ���� ���� �� (3) ����� ������ ,���� ���� ����

������ ���� ,R2–� B
2 ������ ������ ���� ��� ,����� ������� ��� �������� ����� ���� ������

,����� ����� ���� g : @B2 = S
1 ! S

1 ���� ����� ⌦ = B
2 ����� ������ ,�� �� .S1–� ����� ��

����� ������� ������ ��� ����� .�� ����� ����� (3) ����������� ����� ���� ������ ��� .g(x) = x

����� ,��� ��� .���������� ��� ,���� ����� ����� ���� ��� �� ,u ����� ���� �� 2 ����� ,�����
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.�� ��� ���� ���� S
1–� ����� �� ������ ����� ����� ����� �� �� ����� �� ����� ���� ������

��� �� ����� H
1
g
(B2

, S
1) ������� ������� ����� ������ ���� :���� �� ����� �� ������ �����

.���� ���� g ���� ���� �� (winding number ��) ����� ���� ����� �� ����� !���� �����

����� �� “�������” .4

u0(x) =
x

|x| ������� ���� ���� ���� ��� ,����� ��� ���� ������ ������ ������� ������� �����

�������� ������ ��� ������ ���� ��� .����� ���� “����� �����” ���� ����� ������ ����� �����

����� ������� ���� ���� .��� ����� Relaxation–� ������ ��� ��� ����� ������ ��� ?����

����� ���� ������ ��� ������) ���� ���� ����� g : @⌦ ! S
1 ��� ���� �� ⌦ ⇢ R2 ��� ����

," > 0 ������ ������� ,(C ���� ����� ��) R2–� ����� �� ,������ ����� �� ����� ����� ,(�����

������ ��������� ����� " > 0 ��� .0–� ���� " ���� �������� �� ����� �������

E"(u) =

Z

⌦

|ru|2 + 1

2"2
(1� |u|2)2 (5)

(5)–� ���� ������ ������ ���� .H1
g
(⌦,R2)–� ������� �� ���� (5) �� ���������� �� u"–� �����

����� �� ����� " ! 0 ����� ���� ����� ��� ,S1–� ������� ����� �� u ������ �� “�����”

��� ���� lim"!0 u" = u0 ������� �� �� ���� .������� ����� “����� �����” �� ����� ����� S
1–�

.���� �� ���� ����� ,����� �������

����� ������ ����� [2]–� ��� .������ ���� ������� �� ������ [2]–� ���� ����� ����� �����

����� ������ “����� �����” ����� ����� .g ����� ��� ���� ��� u0 ������� ������ ��

���� ���� ��� .u0(x) = x

|x| ��� ��� ������ u0 ��������� ����� (⌦ = B
2
, g(x) = x ����� ���)

������ �� ��� ����� (����� ���� ��� �� x �� ������� ���� �����) g(x) = x
2 = e

2i✓ ����

��� ���� u0(x) = e
i'
�

x�a

|x�a|

��
x�b

|x�b|

�
���� ����� ��� ,���� ����� ��� ����� ��� u(x) =

�
x

|x|

�2
= e

2i✓

.B2–� a 6= b ������

,������� ������ ����� ������� �� ������ ������� .���� ������� ���� (5) �� ����������� ����� �����

Liquid �� ��������� ([2] ���� ������� ��������� ���� ��) �� �������� �����–�������� ���� ���

.Crystals
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����� ������ .5

,����� ��� g–� ⌦ ⇢ R2 ���� ,���� .������� ����� �� “�������“ ���� ������ ����� ����� ��

����� �� v ������ ����
R
B2 |rv|2�" �� ����������� ����� v" ������ �� " > 0 ��� ���� ����

�� ����� ��� ������ ������ ����� .v0 = lim"!0 v" ����� �� ���� ��� ,����� �� ����� ��� ,S1–�

.����� �� ��� ����� ������� �� ���� ���� .(5) �����–�������� �� ������� �� ��������� ������

������ ����� ��� �� .[3]–� ����� ���� [2]–� ����� ������ ��� ���� ������� ������ �� �����

��� ,���� ���� ����� ,S1–� ����� �� g ��� ���� ���� ���� ��� ⌦ ��� ����� ����� �� ���� ��

��� " > 0 ��� H
1
g
(⌦,R2) ��� v" ���������� �� ������ ����� ����������

F"(v) =

Z

⌦

|rv|2 +
⇣ 1

"2
� 1

⌘��r|v|
��2 . (6)

����� ������) “���� ����” ���� ���� ������� ������ “�����” ���������� ���� ������� �� ����

v0 ����� ����� ���� " ! 0 ����� ��� .(���� ���� ����� ����� ������ ������ ���� 1
"2
����� 1

"2
� 1

����� �� ����� ����� ��� v0 ������� ������ 1 ��� ���� ���� �� ������� ����� .���� ����� ��

����� �� ������ ����� [3]–� .����� �� ����� ��� ���������� ���� ����� ����� ����� ��� ��� ,S1–�

���� ���� �� ⌦ = B
2–� ����� ����� ���� ���� .(5) ������� ���� ������ ��� ���� ��� ��� ,v0

.v"(x) = |x|2"
�

x

|x|

�2 :(�����) ���������� ���� ����� ������ ����� ���� " ��� ������ g(x) =
�

x

|x|

�2

�� (5) �� ����� ������ ,�� �� .v0(x) =
�

x

|x|

�2 �“� ���� v0 = lim"!0 v" ������ ���� ���� ���

2 ����� ����� ��������� ����� �� ����� ��� ,1 ����� ��� �� ,���������� ������ ��� �� ���� �����

.������ �������

:���� ,����� ����� ��� (6) ����� ���� ������� ������ ����� ���� ����� ��

������� B
2 �� ��� ���� �� ������ [3]–� ������ " ��� ���������� ������ ����� ,����� .1

B
2–� ������ {aj}Dj=1 ���� ,F (x) =

Q
D

j=1

�
x�aj

|x�aj |

�
���� g = F

��
@B2 �“� ,Blaschke �������

����� ��� ���� ���� .(g(x) = x
D ���� ����� ����� j ��� aj = 0 ����� ,����� ����� ���)

���������� ���� " ��� �� ���� �� ��� (���� �� ����) v0 ����� �� ����� ����� �� ������

���� ����� ����� �� ���� ����� ������ ������� ������ �� ���� ��� ���� v0 ��� ��� ���� v"

." ! 0

����� ��� ,������ ����� ����������� ����� ���� ,B2–� D � 2 �� g(x) = x
D ���� ���� ���� .2

" > 0 ���� ����� ,���� ��� .����� ������� ������ �� ����� ������� ���� ����� ���� �����
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D �� w0 �������� ����� " ! 0 ���� ������� ,����� ����� D �� w" ����� ������� ,����� ���

?����� ���������� ������
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